
Proposition: Für alle V und W existiert ein natürlicher injektiver Homomorphismus

V _
�K W ⇥! HomK(V,W ) mit `� w 7! (v 7! `(v) · w).

Sein Bild ist der Unterraum aller Homomorphismen von endlichem Rang. Insbesondere ist er ein Isomor-

phismus genau dann, wenn V oder W endlich-dimensional ist.



Proposition: (Adjunktionsformel) Es existieren eindeutige Isomorphismen

HomK(V1 �K V2,W ) ⇤= MultK(V1 ⌅ V2,W ) ⇤= HomK(V1,HomK(V2,W ))
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f(v1 � v2) = '(v1, v2) =  (v1)(v2).



Proposition: (Funktorialität) Zu linearen Abbildungen fi : Vi ! V 0

i existiert genau eine lineare Abbildung

f1 � f2 : V1 �K V2 ! V 0

1 �K V 0

2 mit v1 � v2 7! f1(v1)� f2(v2).

Proposition: Für alle linearen Abbildungen Vi
fi

⇥! V 0

i

gi
⇥! V 00

i gilt

(a) idV1
� idV2

= idV1�V2
.

(b) f1 � 0V2
= 0V1

� f2 = 0V1�V2
.

(c) (g1 � g2) ⇧ (f1 � f2) = (g1 ⇧ f1)� (g2 ⇧ f2).

(d) Ist jeweils fi ein Isomorphismus mit Inversem gi, so ist f1 � f2 ein Isomorphismus mit Inversem

g1 � g2.



12.4 Körpererweiterung

Sei K ein Unterkörper eines Körpers L, das heisst eine Teilmenge, welche mit den von L induzierten

Rechenoperationen selbst einen Körper bildet. Dann ist jeder L-Vektorraum mit derselben Addition und

der auf K eingeschränkten skalaren Multiplikation auch ein K-Vektorraum. Insbesondere wird L selbst zu

einem K-Vektorraum.



Proposition: Für jeden K-Vektorraum V existiert genau eine Struktur als L-Vektorraum auf V �K L,

deren additive Gruppe die von V �K L ist und für die gilt:

8x, y 2 L 8v 2 V : x · (v � y) = v � xy.

Definition: Der L-Vektorraum VL := V �K L heisst die Basiserweiterung von V bezüglich K ⌃ L.



Proposition: Für jede Basis B des K-Vektorraums V bilden die Elemente b � 1 von VL für alle b 2 B

eine Basis BL des L-Vektorraums VL. Insbesondere gilt

dimL(VL) = dimK(V ).

Beispiel: Für jedes n > 0 existiert ein natürlicher Isomorphismus von L-Vektorräumen

Kn
�K L

⇥
! Ln mit v � x 7! xv.



Definition: Im Fall R ⌃ C heisst VC die Komplexifizierung des reellen Vektorraums V .

Definition: Der komplex Konjugierte eines C-Vektorraums (W,+, · , 0W ) ist der C-Vektorraum (W,+, ·̄ , 0W ),

bei dem die skalare Multiplikation · ersetzt wurde durch

·̄ : C⌅W ! W, (z, w) 7! z ·̄w := z̄ · w.

So wie wir üblicherweise (W,+, · , 0W ) mit W abkürzen, schreiben wir für (W,+, ·̄ , 0W ) nur kurz W .

Beispiel: Für jeden C-Unterraum W ⌃ C
n existiert ein natürlicher Isomorphismus von C-Vektorräumen

W
⇥

⇥! {w | w 2 W} ⌃ C
n, w 7! w.

Bemerkung: Für jeden C-Vektorraum W gilt (W ) = W .

Bemerkung: Jede Basis von W ist auch eine Basis von W .


